3 SsSKRECANIE PRETOW

3.1. Stan czystego Scinania

Badajac stan rozciggania otrzymaliSmy na bokach myslowo wycigtej kostki (rys. 2.15
i 2.17) zlozone obrazy naprezes i odksztatkceri. Obrazy te upro$cimy przez ich rozklad na
stany prostsze. 1 tak uki.c apreZen (rys. 3.1a) jest superpozycja dwdch skladnikow.
Pierwszy z nich to rozciagu:ie kostki w dwdch prostopadliych kierunkach naprezeniami
Op == Oy 1 Ogipmny = Goiqsein 13TUEH StAN, tZw. czystego Scinamia, to dzialanie samych
napreen stycznych rownych co do wartosci, réwnomiernie roztozonych na bokach 1 pa-
rami skierowanych do wspaln.i krawedzi, tja 1 ¢, albo od niej, tj. & i d. Po takim omo-
wieniu, do opisania tego stanu wystarczy podanie wartosci napr¢zen © dziatajacych tylko
na jednym boku, np. ab.

Rys. 3.1. Wyodrgbnienie stanu czystego $cinania i odksztalcenia postaciowego

Obecnis zbadamy- wiasciwoéci stanu czystego écinania, gdy istnieje on oddzielnie od
pozostatych. Przede wszystkim stwierdzamy, ze kostka jest w rownowadze, gdyZ od razu
wida¢, ze sumy rzutéw na kierunki cd i da sg toZsamosciowo réwne zeru, i podobnie suma
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momentéw wzgledem krawedzi d
IR (s myzy W) = Th (I =11") = 0,

gdzie h — wysoko$é kostki prostopadle do ptaszczyzny rysunku.

Analogicznie rozkladamy obraz odksztalcen (rys. 3.1b) na dwa skladniki. Pierwszy
z nich cechuje si¢ zmiana wymiaréw z zachowaniem katow prostych w naroZach kostki.
W stanie drugim, tzw. czystego odksztalcenia postaciowego, zachodzi tylko zmiana prostego
kata AOD bez zmiany wymiardéw. Zauwazmy teraz, z¢ migdzy skladnikami napr¢zen
i odksztalceni istnieje korelacja. Wynika ona z zasady superpozycji, 2 mianowicie ze skutek
(odksztalcenie) jest proporcionalny do przyczyny (napreZenia) zawsze, a wige niezaleznie
od sposobu wycigcia kostki, czyli kata «. Taka proporcjonalnosc obserwujemy migdzy
katem 7, i 7, (wzér 2.15). Podobnie tatwo dowies¢ istnienia liniowej zaleznosci miedzy ¢,
i &40n/2y (WzOTy g 1 h art. 2.5) a napreZeniami 6, 1 Ggi(nr2) (wzory c art. 2.5). Natomiast
przy powiazaniu skladnikéw obrazu naprezen i odksztalced ,,na krzyz” tej proporcjo-
nalnosci nie ma. W rezultacie otrzymujemy, Ze za zmiang wymiaréw liniowych odpo-
wiedzialny jest uklad 6, i 0,4 (n/2), @ Za czyste odksztalcenie postaciowe odpowiedzialny jest
tylko drugi ukiad, czyli stan czystego Scinania.

Ten ogdlny zwiazek wielkosci 1, i y, uwidaczniamy, puszcza_]qc w (2.15) wskaznik d.

W rezultacie mamy

“_2_‘5(1+v)_ T '
= 5 =G (3.1)

gdzie G oznacza tzw. modul sprezystoSci postaciowej,

E .
G= STy (3.2)
Jak widaé, modul G jest zwiazany z modulem Younga E i liczbg Poissona v. Jesli wige
znane sg dwie z tych wielkoscl, to trzecia jest juz znana z zaleznodci (3.2).
Wzér (3.1) ma postaé i fizyczny sens podobne do prawa Hooke’a przy rozciaganiu.
Z tego powodu nazywamy go prawem Hooke’a przy Scinaniv, w ktorym dwie wielkosci,
tj. T i y, nie wiaZa si¢ juz z pretem, lecz elementarng kostka. Sposob unieruchomienia

b T 8

Y

As=pl ———=

Rys. 3.2. Parametry stanu czysiego $cinania

kostki, jako sztywnej catosci, jest rzecza obojetng. Zamiast rysowaé jg, jak na rys. 3.1b.
mozemy przedstawié w ten sposob, ze bok cd zostaje nieruchomy, $rodek O przesuwa sig
do O, a przekatne db i ca zajmuja potozenie db’’ i ca’’ (rys. 3.2a). Wida¢, ze przesuni¢eic
0" do O i obrét kostki, jako sztywnej calosci, daje obraz poprzedni (rys. 3.1b).
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Wykorzystujac zalezno§é (3.1). okreélimy energi¢ odksztalcenia w stanie czystego
§ciniania kostki (rys. 3.2a) o wymiarach /', I’ oraz wysokosci A. Je§li © stopmowo wzrasta,
to proporcjonalnie rosng sita T = t/’A na $cianie ab oraz przesunigcie As = aa’’ ~ yI' =

- =1/7G tej éciany, a wykres T(As) jest linig prosta (rys. 3. 2b). Latwo zauwazy¢, ze tylko
ta sita wykonuje pracg, albowiem bok cd jest nieruchomy, a na bokach bc¢ i da przesuniecia
53 z dokladnoscia do matych wyzszego rzgdu prostopadie do odpow1edmch sil. Ta praca L,
podobnie jak w przypadku rozciagania (rys. 2.12), jest réwna polu OBC, czyli

L=3TAs= 211 h[2G.
Poniewaz materiat jest sprgzysty, zatem praca ta zamienia si¢ calkowicie na p.otencjalnq'
energi¢ odksztalcenia U, squ ,
' U=L= rzl'l"hIZG (3.3)

Przez analoglq do rozcmgama wprowadzamy pomcxe wlasciwej energii odksztalcenia U’
w stanie czystego $cinania, czyli

=U'"h=122G lub U'=Gy*2. | (3.4)

Z pojecia tego bedziemy korzystaé w dalszych rozwaZaniach.

W powyiszych rozwazaniach stan czystego $cinania wyodrebniono jako skladnik
innego stanu (rys. 3.1). Powstaje pytanie, C€Zy moZna zrealizowaé stan czystego Scinania
bez innych skladnikéw? Odpowiedz na to jest twierdzaca. Jeden ze sposobow (rys. 3.3a)
polega na obcigzeniu cienkosciennej kotowej rury przeciwnymi momentami M*. W obranym
przekroju C dzialaja naprezenia styczne 7, stale'> wzdluz grubosci 6 i z racji osiowej

a) I

M#

* 7 ) dT—'tdr:g,-d.p
Rys. 3.3. Typowa realizacja stanv czystego $cinania

symetrii jednakowe na calyﬁl obwodzie. Ich warto$é okre§lamy z réwnowagi mys$lowo
odcigtej czgSci CF rury. Elementarna sila dT = dr,, df (rys. 3. 3c) daje wzgledem $rodka.
moment: d7 rg, = 1or] dﬁ Calkowity moment wszystkich taklch sit

27

f térg,dﬁ=121r6,r,, -
0

¢ Doktadnosé tego zalozenia jest tym lepsza, im mniejszy jest stosunek O/r;. (zadanie 1 .art. 3.3).
.Zbytnie jednak zmniejszenie stosunku d/r;, Jest niemozliwe, z uwagl na z_paw1sko utraty statecznosci
(rozdz. 15).
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révimowaiiy moment M* dzialajacy w przekroju F, skad
: M* ‘ .
7= . (3.5)

" 2mrk e

Ten sam wynik otrzymamy badajac napre¢zenia w przekroju D dla czesci HD rury. Obraz
naprezeni dziatajacych na pierscien CD i na wyciety z niego element (rys. 3.3b) wykazuje,
ze mamy tu czyste $cinanie. Element ten oraz wszystkie inne ulegaja skoszeniu o kat y,
a tworzaca BE staje’ si¢ linia Srubowa B’E. Dla calej rury oznacza to obrot przekroju B
wzgledem przekroju E o kat ¢ okre$lony zaleznoscia

Prg = BB’ = Yl:
skad :
- ' = 7{/7'91- . (36)

Zaleznoéci (3.5) i (3.6) umozliwiaja doswiadczalne okreslenie przebiegu (y). Dzialajac
na osiowosymetryczng prébke (rys. 3.4a) wzrastajacymi momentami M* mierzymy odpo-
wiadajace im wartoéci kata ¢ na pomiarowej diugosci /. Wstawiajac te wyniki pomiaréw
do (3.5) i (3.6) wyznaczamy odpowiadajace sobie wartosci 7 1 y. Otrzymany w ten sposéb

. wykres (rys. 3.4b) wykazuje duze podBbiefistwo do wykresu rozciggania tego samego

2

M'l
Y 4

\ev

Rys. 3.4. Wykres napr¢zedt v w funkcji o

. materiatu. T tak liniowa zaleznoéé 7(y) wyrazona prawem Hooke’a (3.1) obserwuje sig¢
tylko do pewnej wartosci T = T,.op, LZW. granicy proporcjonalnosci przy czystym Scinaniu.
"Podobnie jak przy rozciaganiu, mozna wprowadzi¢ pojgcia granic: sprezystoSci T,
plastycznosci 1, itd. Okazuje si¢ zaréwno z teorii plastycznosci jak i badan doswiadczal-
nych, ze wszystkie te wielko§ci sa $ci§le zwiazane z wielkoSciami charakterystycznymi dia
rozciagania. Tak na przyklad dla metali stosunek T,.op, Tsprs Tp1 Odpowiednio do 654,
/Ogprs Re jest staly i réwny ~0,58, tzn. '

Tprop/ajprop = Tspr/Ospr = Tpi/Re = 0,58. (3.7)

Informacjg (3.7) wykorzystamy do okreSlenia dopuszczalnych naprezen. Jesli wymagany
wspélczynnik bezpieczeristwa w odniesieniu do t,, ma by¢ réwny 7., to dopuszczalne
naprezenie styczne T = k, w stanie czystego Scinania jRst :
. k, = tp/n. =~ 0,58R ,[n, = 0,58 k,, {3.8)
gdzie k, = R,/n, jest to dopuszczalne dla danego materialr naprezenie przy rozciaganiu.
 Bardziej ogdlne ujecie tej kwestii podano w rozdz. 8.
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Zadania

1. W kostce (rys. 3.2a), w ktorej I’ = I’ = 10 ¢m, zmierzono przemieszczenie As = bb’* = 0,192 mm
wywolane naprezeniami t = 51 MPa. Jaki jest modul G materialu i jaka liczba Poissona, je§li E =
= 7,0:10* MPa? '

Odp. ¥ =~ bb"[be = As/I’ = 1,92:10-3 rad, G = 7/y = 2,66-10* MPa, » = (Ef2G)—1 = 0,32.

2. W jednej z ksiazek podano dla uranu: E = 1,9-10% kGfcm?, G = 0,5-10° kG/cm?, » = 0,28.
Czy tym danym mozna wierzy¢?

Odp. Nie. Wedlug (1.11b): 0 < » < 0,5. Dla tych granicznych warto$ci ¥ mamy z wzoru (3.2),
ze 0,33 = (G/E) < 0,50, tymczasem tutaj G/E = 0,26. Jesli zawierzy¢, ze E i » sa podane prawidlowo,
to G = 0,74-10° kG/cm? = 0,72-10° MPa.

3. Te sama kostke obciazono rdz na rozciqganie, drugi raz na $cinanie. Liczbowe wartosci ¢ i 1
sa réwne. Czy wlaéciwa energia bedzie tez ta sama?

Odp. Nie. Stosunek U,/U, = E/G =2 (1+¥)> 2.

4. Rura stalowa (G = 8,1:10* MPa) o dtugosci / = 2 m obciazona jak na rys. 3.3a momentami
M* = 40-10° Nm ma mie¢ w stosunku do 7, wspolczynnik bezpieczenstwa n, = 3,0 oraz kat ¢ obro-
tu koficowych przekrojow co najwyzej réwny 0,4°. Wyznaczy¢ wym:ary przekroju rury, jesli R,
= 220 MPa.

Odp. Z warunku 7 < k, = 0,58 R./n, = 42,5 MPa i y = 1/G = k,/G = 0,525-10-2 rad; po pod-
stawieniu do (3.6) mamy ry, = vlfp = 15,04 cm = 15,0 cm, gdzie” ¢ = 7 0,4°/180° = 6,98 -10~3 rad.
Z wzoru (3.5) 6 = M*2xri k., = 0,67 cm = 7 mm. .

&, Obliczyé ilo§é energii odksztalcenia w rurze z zadania 4.

Odp. Z wzoru (3.4): U’ = 1,12-10* J/m3, objetosé rury ¥ = 2rr,, 16—— 1,32:10-2 m skad U=
=U.¥V=1411L

3.2. Skrecanie pretéw. Wykresy momentéw skrecajacych
‘Nawiazujac do art. 1.4 przypominamy, Ze drugi prosty przypadek pracy preta stanowi

skrecanie, przy ktérym w przekroju dziata jedynie moment skrgcajacy M; o wektorze
pokrywajacym si¢ z osig prgta. Moment M, uwazamy za dodatni, gdy jego wektor skiero-

Rys. 3.5. Definicja znakéw momentdéw skrecajacych

wany jest na zewnatrz przekroju badanej tzedci preta (rys. 3.5a). Przy tej umowie wektory
dodatnich M, dla odcinka preta wykazuja analogi¢ z silami rozciagajacymi (rys. 3.5b),
a dla ujemnych M; (rys. 3.5¢) analogi¢ z silami $ciskajacymi.

Weimy teraz pret (rys. 3 6a) obciazony w przekrojach B,C i E momentami M B
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M: i M:, ktérych wektory pokrywaja sie z osia preta ‘. Rownowaga preta wyraza sig
przy tym warunkiem
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Rys. 3.6. Przyklady budowy wykresdw M,

Wektorowy obraz tego obciaZzenia przypomina obcigZenie preta sitami wzdiuZnymi.
Takie przedstawienie ulatwia wyznaczenie wysitku przekrojéw. I tak ‘dla przekrojow
a-a i d-d z odpowiednich rysunkéw wida¢, ze ich wysilek stanowia momenty skrecajace

Msa:M;’ Msd__’Mg_M;:M;: (b)

przy czym, zgodnie z umowa, M, jest ujemny, a M, dodatni. Wyniki te przedstawiamy
na wykresie momentéw skrecajacych w sposéb podobny jak budowaliSmy wykres sit
normalnych. Wyglad wykresu M, przypomina wykresy sit normalnych.

Analogicznie badamy przypadek pre¢ta obCJQZonego w sposob ciagly momentarnl m*
i utrzymanego w réwnowadze momentem M, [z (rys. 3.6b). Wektorowe przedstawienie
obcigZenia daje obraz jak dla preta obciazonego sitami masowym1 Z rysunku tego odczy-
tujemy od razu warunek rownowagi calosci preta M = m*], a z nast¢gpnego rysunku
wysitek przekroju a-a, jako moment skrecajacy Mg, :

My, = —M3z+m*x = —m*(I—x). (©)

Odpowiadajacy zaleznosci (c) wykres momentdw skrecajacych ma podobny wyglad jak
wykres N (rys. 2.5) prgta rozciaganego.

Uogdlniajac podane przyklady powiemy, ze skrecanie preta wystepuje wtedy, gdy
obciaZenia stanowia momenty o wektorach réwnolegtych do osi prqta' Szczegdlnie waziny

M Symbole momentéw zewnqtrznych stanowigcych obcxazeme preta, opatrzone sa gmazqu
dla odroznienia od momentu skrecajacego M; jako wysitku przekroju.
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w budowie maszyn jest przypadek walu przekazujacego naped z sih“l}'ka na zespot nape-
dzany, np. wirnik pompy (rys. 3.7). Dostarczona przez silnik moc N kW zostaje zuzyta
na pokonanie oporéw ruchu wirnika, wyraZajacych si¢ istnieniem momentu M* Nm.

moment oporowy

Rys. 3.7. Obciazenie walu napedowego

Jesli watl robi # obr/lmn, to moc odebrana przez wimnik jest M*w = M*x /30 (N m/s,
czyli watéw) i jest réwna mocy silnika wyraZzonej tez w watach, tj. 1000 N. Z poréwnania
_tych dwéch wielkoSci mamy szukanq warto§¢ M*

1009-30 ¥ _ 9550 Y N, (39)
® n n

M* =

gdzie, jak juz powiedziano, N jest podané w kilowatach, a # w obrotach na minute. Po
tym przeliczeniu otrzymujemy uklad obciazen typowy dla przypadku skrecania (rys. 3.7b).

Zbudowanie wykresu M, oparte, jak widzieli§my, na metodzie przecigé jest niezbednym
pierwszym etapem analizy. Etapent nastgpnym jest okreslenie naprezen i- odksztalcer
w skrecanym precie. W tym miejscu wystepuje istotna réznica miedzy rozpatrzonym juz
rozcigganiem lub $ciskaniem pretéw a zagadnieniem skrecania. O ile bowiem w poprzed-
nim przypadku obraz odksztalcefi nie zalezat od ksztaltu przekroju, to w przypadku
skrecania obraz ten jest czgsciowe rézny dla roznych przekrojow.- Wspélna cecha przy
skrgcaniu pretow jest to, Ze przekroje ich ulegaja obrotowi wokdt osi preta. Odmienny
natomiast jest obraz odksztalceri na bocznej powierzchni preta. Rozréznienie tych cech
mozemy zaobserwowaé na rys. 3.3. W obecnym ujeciu jest to skrecanie c1enkosmennej
rury. Kat @, zwany odtad kqtem skrecenia, jest ta wspélna cecha odksztalcenia. Obraz
odksztalcen powierzchni, tzn. przejicie tworzacej BE w linie B’ E, jest ta cecha, ktdra jest
rézna dla pretdw o réznych ksztattach przekroju. Ten fakt powcduje 7e okreélenie na-
prezen i odksztalcern dla przekrojow o réinych ksztattach trzeba prowadzié odre¢bnie.

Zadania

1. Jaki moment skrecajacy dziala w przekroju € watka (rys. 3.6a)?
Odp. Udzielenie odpowiedzi na gruncie wytrzymatoéci nie jest mozliwe, wiadome jest tylko, ze
w przekroju tuz na lewo od punktu C moment M, = — M}, tuz na prawo od tego punktu M, = M. *



3.2.‘Skrecanie pretow. Wykresy momentéw skrecajacych . 57

2. Dla podanych pretdéw (rys. 3.8) wykona¢ wykresy momentdw M, i okreSli¢ ich ekstremalne

wartoﬁcl (dodatnie i ujemne).
Odp Dla watka (rys. 3.8a) odpowiednio +M*i —2M*, dla walka (rys. 3. 8b)+1200 Nmi—800Nm,

b) /~<t-40cmz<—z 08! ‘
%ltitkﬁ“—t"m?

m*—zo1o3Nm/m M*-—20103Nm

: a) M* ' M* Mt

) I o

Nl
M*=10410° Nm [=30cm

. Rys. 3.8.

3. Tak zwany kardanowy wal tqczacy w samochodzie skrzynkq biegdéw z tylnym mostem przenosi

moc silnika’ N = 80 KM przy 7 = 2800 600 obr/min zaleznie od wichema romych ,,biegow”.
Wal wykonany jest jako rura (2r; = 5,2 cm, grubo$¢ d = 3 mmy). Obliczy¢é ekstremalng warto$¢ na-
prezenia T.

Odp. Maksymalny moment wystapi przy 7 = 600 obr/min. Moc silnika N =175-80 kG m/s =
= 58 900 Nm/s = 58,9 kW. Z wzoru (3.9) M* =936 Nm, a z (3.5) 7 = 73 MPa = 750 kG/cm?.

3.3. Skrecanie pryzmatycznego pre¢ta o przekroju kolowym
Przedmiotem analizy jest pret drazony, majacy otwér wspSlérodkowy o srednicy

d, = 2r, (rys. 3.9a). Analize¢ skrecania rozpoczynamy od opisu odksztalcenn. Narysowana
ha bocznej powierzchni nie obciaZonego preta prostokatna siatka zmienia si¢ po obcia-

Y )
NNANAVAVANANAN 1@
I~ 7\

= - l [ .

b
AN

tn'/

Rys. 3.9. Obraz odksztalcen przy skrecaniu preta kolowego

Zeniu momentami M* w uko$nokatna (rys. 3.9b). Luki kol zostaja nie zmienione, a wy-
kazuja tylko wzgledny obrét. Drugie linie siatki, tj. tworzace, zamieniaja si¢ na linie
§rubowe o bardzo duzym skoku. W zakresie malych odksztalcen stwierdzono réwniez,
2e dlugosci bokdw siatki nie ulegaja zmianie. Tak wigc na powierzchni bocznej dostgpney
obserwacjom mamy odksztalcenie postaciowe scharakteryzowane katem 7y, .

Powyzsze dane doswiadczalne nie moéwia nic o odksztalceniach w niedostepnym
wnetrzu preta. Trudnoéé te omijamy droga shipotezy, okréélajqcej obraz odksztalcen we
wnetrzu preta, a nastepnie w drodze rozumowania formutujemy takie wnioski, ktore mozna
sprawdzi¢ doswiadczalnie. Pozytywny wynik weryfikacji jest posrednim dowodem shusz-
nosci hipotezy.
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Taka hipoteza robocza jest hipoteza plaskich przekrojéw. Glosi ona, ze przy skrecaniu
kolowego preta poprzeczne przekroje nie doznaja zadnych odksztalcen, a tylko obracaja
si¢ wokot osi preta. Opierajac si¢ na tym widzimy (rys. 3.10), Zze elementarna wspétsrodkowa

Rys. 3.1C. Odksztalcenia elementarnej rury wycietej myslowo ze skrecanego preta

rura o promieniu r i gruboéci §cianki dr ulega squceriiu o ten sam kat ¢ co i caly pret.
Obraz odksztalcen jest identyczny jak w cienkosciennej rurze (rys. 3.3). Wykorzystujac
to wyznaczamy z wzoru (3.6) kat y, odksztatcenia postaciowego elementarnej rury

e =or/l, _ (a)
przy czym zamiast r, wstawiono aktualny obecnie promieni r. Stosujac nastgpnie prawo
Hooke’a (3.1) mamy _
1, = Gy, = Gor/l, (b)
jako warto$¢ napreZenia stycznego dzialajacego w poprzecznych przekrojach elementarnej
rury. Potrzebny do jej skrecenia moment dM okreslamy z (3.5) z tym, Ze cobecnie & = dr,

dM = 2rr2drt, = (Go/l) 2nridr. . (o)
Do skrecenia wszystkich takich rur, sktadajacych sie na badany pret, potrzebny jest mo-
ment rowny sumie dM, gdy » zmienia si¢ w przedziale (r,, r;). Z drugiej strony moment
ten jest rowny obcigzajacemu momentowi M* (rys. 3.9). Wynika stad, Ze

M* = qui f 2nr3dr. (d)
Oznaczajac przez J, warto$¢ calki
(o _ TUE=TY) _ m(di—d}) -
Jo = f2‘r:r dr = 7 = V) | (3.10)
wyznaczamy nie znany dotad kat skrecenia
' M*]
= d , 311
7= Gl ra (3.11)
. o,
oraz jego intensywno$¢ @ = g/l tzw. wzgledne skrecenie,
o=M rad/m. (3.12)

GJo
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Wielko§é ta stanowi wygodna, bo oderwana od dlugosci preta, miarg odksztalcen przy
skrecaniu réznych pretéw réznie obcigZonych. Jak widaé, wzgledne skrecenie @ jest
proporcjonalne do momentu M*, a odwrotnie proporcjonalne do iloczynu GJ,, tzw. sztyw-

Tp

Tr

. !
Rys. 3.11, Rozklad naprezen t przy skrecaniu preta kolowego

nosci preta na skrecanie. Wielko§€ J, jest czysto geometryczna. Dila preta kolowego ma
‘ona dodatkowo pewien sens fizyczny, gdyz jest to tzw. biegunowy moment bezwladnosci
przekroju (art. 4.5).

Majac wartoé¢ ¢ wyznaczamy z wzoru (b) napr¢Zenie
M*r
Jo

(3.13)

T, =

Maksymalna warto§¢ 1,,,, odpowiada r = r, i moze by¢ przedstawiona w postaci

. = M¥*r, _ M* :
max — JO - WO » (314)

gdzie Wy = Jo/r, — tzw. ws'kaz’:ni/c wytrzymalosci na skrecanie :

3 7] ' 4

W, = %[1— (—‘%) ] ~0,2d2 [1 - ( Z:’) ] (3.15)
Gdy pret jest pelny, wtedy oczywiscie we wzorach (3.10) i (3.15) nalezy wstawi¢ r, = 0.
Z wzoru (3.13) wynika proporcjonalnoéé 1, do dlugosci promienia r. Ponadto wiemy,
Zze w kazdym punkcie przekroju , jest prostopadie do odpowiedniego promienia. Te
cechy daja obraz naprezen, jak na rys. 3.11a, b. W przekrojach podtuznych (rys. 3.11c)
dzialaja réowniez napreZenia styczne o warto$ciach féwnych odpowiednim naprezeniom
w przekroju poprzecznym (zasada symetrii naprezen stycznych). Z obrazéw tych widac,
%e material preta w otoczeniu osi jest stabo wykorzystany (male 7,) w poréwnaniu z wiok-
nami zewnetrznymi (tm.,). Bardziej réwnomierne wykorzystanie materialu daja prety

drazone, ktére przez usunigcie bezuzytecznego Srodka sa izesze niz prety pelne.
Zaleznofei (3.11) i (3.14) wielokrotnie weryfikowano do$wiadczalnie z wynikiem po-
zytywnym. Swiadczy to o slusznosci przyjetej hipotezy. Te same wyniki daje teoria spre-
2ystoéci, co stanowi jeszcze jeden dowdd ich poprawnosci. Wzory te moina stosowac
tylko w zakresie waznosci prawa Hooke’a (wzdr b), a wigc wtedy, gdy material preta jest

sprezysty. ,
Okreslmy jeszcze energi¢ U, odksztalcenia preta o jednostkowej diugosci. Traktujac
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pret (rys. 3.10) jako zbidr cicnkoécienny-ch rur, mamy dla jednej z nich energi¢
U'(2rrdr-1) = (+7/2G) 2rrdr-1) = (M**/2GJ3)(2rr3dr)-1, ()

gdzie U’ = 12/2G — wlaéciwa energia odksztalcenia. Catkowita energia U, preta jest
suma wyraZzen (e¢), gdy r zmienia si¢ od r = r, do r = r,. Przy uwzglednieniu (3.10)

rz

M*Z 3 M*Z
Uy = o5 f 2 dr = 5er-  Ifm. - (3.16)

Z drugiej strony energia U, jest réwna pracy L,, jaka wykona wzrastajacy stopniowo
moment M* w przekroju B (rys. 3.9b) na rosnacym réwnocze$nie kacie ¢ = @-1 obrotu
tego przekroju. Sytuacja jest podobna jak przy rozciaganiu (rys. 2.12), przy czym rolg P
spelnia M*, a rol¢ Al kat ¢. W rezuitacie "

L, = é- M*@=U, Jm (3.17)

i po podstawieniu @ z (3.12) otrzymujemy ten sam wynik (3.16).

Te tozwazania ilustruja dwie réwnolegle metody okreslenia energii odksztalcenia, raz
jako sumy energii zgromadzonej we wszystkich elementach ciala, drugi raz jako wynik
pracy obciazenia na odpowiednich przesunieciach. Ze spostrzeZema tego deZlemy czgsto
korzystaé.

Zadania
1. Formulujac zaleinosé¢ (3.5) zaloidno, ze T = const wzdluz grubosci rury. Zbadaé dokladno$é
tego zaltozenia.

Odp. Traktujac rure (rys. 3. 3) jako wal drazony (rys. 3. lla), w ktérym r, = re+(8/2), ry, = For—
~(6/2), otrzymujemy
To = (M*/2mr; )[[1+(8/2 £4,)?]

OTAZ Tmax = Tor [14+(8/2¢)], Tmin = Ta:ll —(6/2r)]. Gdy &/2r, = 0,1, wowczas Sciste wartosci 7,
Toaxs Tmin TOZNia si¢ odpowiednio o —2,5%50, +5%, —5% od wartosci okre§lonej wzorem (3.5).
2. Obliczyé wartosci Ty i @ dla walka (rys. 3.9), jes§li M* = 1,5-10° Nm, 4, = 6 cm, d, = 0,
!{=2m, G =8,0-1C* MPa.
Odp. Tma = 35,0 MPa, ¢ = 2,95-10~2 rad = 1,69°.
3. Pret przenoszacy moment M, = 3,0-10* Nm przy warunku 7., < 40 MPa mozna wykonaé
jako pelny badz drazony, przy czym d./d, = 0,7. Porébwnaé te warianty z uwagi na ciezar i sztywnos$¢.
Odp. W wariancie I jest d; = 7,25 cm; w wariancie II bedzie d; = 7,96 cm, d,, = 0,7 d; = 5,58 cm.
Stosunek cigzaréow 1,63; stosunek katéw skrecenia @rfpnn = Jonfdor = 1,10, Tak wiec pret pelny
jest i ciezszy, i mniej sztywny niz drazony (przy réwnych M, i Tha).
4, Skrecana momentem M* = 5,0-10 Nm probka (4. = 2 cm) wykazalta na pomiarowej diu-
goéci I = 20 cm kat skrecenia @ = 1°20° = 1,33°, Jaki jest modut G sprezystosci postaciowej (1)
Odp. Z wzoru (3.11) G = M*I/J, ¢ = 2,75-10'° N/m? = 2,75-10* MPa. ‘
" 5. W czasie pracy zespotu (rys. 3.7) zmierzono kat skrgcenia ¢ = 0,180° migdzy przekrojami watu
odleglyrm o [ = 50 cm. Okredlic moc'® pobierang przez wirnik, jesi r = 1450 obr/min, d; = 5 cm,
= 8,0-10* MPa.

(1 Jest to powszechnie stosowana metoda pomiare G.
(2} Jest .to jedna ze stosowanych w praktyce metod pomiaru mocy.
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Odp. M* = ¢ GJo/l = 308 Nm, N = 47 kW.

6. Osadzona obrotowo w korpusie praktycznie nieodksztalcalna diwignia BC (rys. 3.12) laczy sie
z waltkiem BE blokujacym jej swobodny obrot. Wyznaczyé naprezenie Tm.. i energie odksztalcenia
w walku oraz przesunigcie punktu C wywolane sita P. G = 8,0-10* MPa.

s s *
obcigZenie watka M M

—————y

~ : £

reakcja korpusu R=P [
Rys. 3.12.

Odp. Wida¢ z rysunku, Zze walek jest skrecany. Moment M* = 4,8 kN m, T = M*W, =
= 382 MPa, energia U = U; ! =457 J, kat ¢ = 0,191 rad. Przesuniecie CC’ = ap = 11,4 cm jest
dosé duze. Te¢ cechg wykorzystuje si¢ w roznych urzadzeniach, jak zawieszenia karoserii itp.

3.4. Skrecanie pretéw o przekrojach niekolowych
Przy skrecaniu takich pretéw, np. o przekroju prostokatnym (rys. 3.13), obserwujemy

| bardziej ztozony obraz odksztalcen niz w przypadku vreta kolowego. Nacieta na bocznej
powierzchni preta pierwotnie prostokatna siatka po jego skreceniu odksztalca sie nie-

)
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Rys. 3.13. Typowy obraz odksztalcen bocznej. powierzchni skrecanego preta o niekolowym przekroju

ednak owo, np. oczka 4 i B. Widaé rowniez, Ze linie pierwotnie proste i prostopadle do
osi preta, jak linia CD, po skreceniu staja si¢ zakrzywione. Oznacza to, Ze pier-
wotny plaski przekréj na pewno nie zostaje plaski. W tych warunkach wykorzystana
uprzednio hipoteza plaskich przekrojéw przestaje by¢ stuszna. Jej odrzucenie powo-
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duje, ze dla takich pretéw metodami wytrzymaloéci materialdéw nie mozna na ogét okreslié
ani naprezen, ani odksztalcen.

Ms/-\obwiednia kierunkdw T

tor czqstki

Rys. 3.14. Obraz naprezen przy skrecaniu i analogia hydrodynamiczna

Pelne rozwiazanie tego zagadnienia daje teoria sprezystoéci, a najwazniejsze jego
wyniki ilustruje rys. 3.14. Pierwszym jest to, ze przy skrecaniu kazdego pryzmatycznego
preta w jego przekroju poprzecznym istniejq tylko naprezenia styczne T, ktorych kierunki
i warto$ci sa rozne w réznych punktach przekroju. Kierunki napreZzen wykazuja analogig
do predkosci czastek cieczy nielepkiej i niesciéliwej krgzqcej ruchem ustalonym w plaskim
-naczyniu o ksztalcie identycznym z przekrojem preta skrecanego. Ta tzw. analogia hydro-
dynamiczna ulatwia uzmyslowienie sobie tego faktu, Ze obwiednie kierunkéw t tworza
linie zamknigte, analogiczne do toréw czastek krazacej cieczy. Wartosci naprezen T w punk-
tach jednej obwiedni nie sa na ogét jednakowe. Zaleza one od wymiaréw przekroju i mo-
mentu skrecajacego, nie zalezg natomiast od modutu G. Wzgledne skregcenie © badanego
preta zalezy od ksztaltu i wymiaréw przekroju i jest proporcjonalne do momentu skreca-
jacego, a odwrotnie proporcjonalne do modulu G.

powierzchnie
swobodne

powierzchnia
swobodna

Rys. 3.15. Jaicoéciowa analiza obrazu naprezend przy skrecaniu

Wykorzystujac zasade symetrii naprezen stycznych mozemy ustali¢ niektore jakosciowe
cechy rozkladu naprezen (rys. 3.15). W elemencie A4, ktérego jedna Scianka leZy na bocznej
powierzchni preta, napreZenie 1, musi mie¢ kierunek konturu przekroju. Gdyby tak nie
bylo, wéwczas wypadkowe napreZenie t* miatoby sktadowa 7, prostopadia do krawedzi.
Na zasadzie symetrii napreZen stycznych musiatoby istnie¢ napreZenie 1T, = 14 na bocznej
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powierzchni preta. Ta jednak powierzchnia jest swobodna, czyli ze 1, = 0, skad wynika,
ze i1, = 0. Uogdlniajac to dla innych elementéw, np. B, widzimy, Ze naprezenia styczne
we wszystkich elementach przekroju przylegajacych do jego konturu majq kierunek do tego
konturu réwnolegly.

To samo rozumowanie daje, ze w narozach takich jak C, gdzie wewnetrzny kat a; < m,
naprezenia styczne sa rowne zeru. Gdyby bowiem istniato tam naprezenie 1, wowczas
musialyby istnie¢ réowniez jego skladowe 1¢ i 7o prostopadle do odpowiednich krawedzi,
a to, jak juz wiemy, jest niemozliwe. Inaczej przedstawia si¢ sytuacja w narozach takich
jak D, gdzie x, > . Jak widaé, zadna ze $cianek elementu D nie nalezy do swobodnej
powierzchni preta i zasada symetrii naprgZen stycznych nie daje Zzadnej informacji o skla-
dowych 1, i Tp. OdpowiedZ otrzymujemy z teorii sprezystosci. Okazuje si¢, ze w bezpo-
§rednim otoczeniu naroZy o kacie «, > w naprezenia, przy zatozeniu idealnej i nieogra-
niczonej sprezystosci materiatu, sa teoretycznie nieskonczenie wielkie. Oznacza to, ze
w tych miejscach (na bardzo malej czgéci przekroju) wystepuja trwale odksztalcenia, nawet
gdy obcigzenia sa bardzo male.

Wryniki rozwigzan otrzymanych w teorii sprezystosci podano w tabl. 3.1, przy czym
ograniczono si¢ w zasadzie do informacji niezb¢dnych w praktycznych zastosowaniach,
a mianowicie wartosci Tn,, 1 @ oraz okre$lenia punktow przekroju, w ktérych dziala 7.,,.
Wartosci Ty, i @ lacznie z otrzymanymi poprzednio w art. 3.3 przedstawiono w postaci

Tmax =: MS/M’ . (3'18)
0 = M,/GJ,, (3.19)

gdzie W,, J, — wielkosci czysto geometryczne zalezne tylko od ksztaltu i wymiaréw prze-
kroju. Wielkos§¢ W, zalezy od szeScianu wymiaru charakteryzujacego dany przekrdj,
a J, od jego czwartej potegi. Innymi stowy wielkosci W, wyrazaja si¢ w cm?, a J; w cm*,
Dla przekreju kotowego W, i J; przechodza w okreslone poprzednio wielkosci Wy 1 Jo
i w tym przypadku maja pewien dodatkowy sens fizyczny. Podobnie jak w precie kotowym
iloczyn GJ, nazywamy sztywnosciq na skrecanie

C=GlJ,. . (3.20)

Tlos$¢ energii odksztalcenia na jednostke dlugosci preta, czyli Uy, okreslcma jest nadal
wzorem (3.16), w ktérym role GJ, spelnia teraz sztywno$¢ C, czyli
M*Z M*Z

U, = 3G, = 3¢C J/im. (3.21)

Zadania

1. Dwa prety o jednakowej diugosci / = 100 cm, jeden o przekroju kwadratowym (A = b = 5 ¢m),
drugi o.przekroju prostokatnym (2 = 10 cm, b = 2,5 cm) obcigzono jednakowymi momentami M¥* =

= 10® N'm (rys. 3.13). W jakim stosunku do siebie sa maksymalne naprqienia, katy skrecenia i ener-
gia odksztaicenia?

Odp. Tmaxt/Tmaxiz = 0,59, @rfen = 0,41, Uy/Un = 0,41; pret o przekroju kwadratowym ma mme)—
sze naprezenia i jest sztywniejszy od preta prostokatnego o tym samym cigzarze.



. ' : Tablica 3.1
‘Wielko$cit W, i J, dla réinych przekrojow

Nr Przekr6j ' W, s Uwagi

44 T, w bunktach
w,= T _dz—dw Jy = -~ (dl —dD konturu zewnetrz-
32 nego )

bt —b ' ) _
W, = T¥. 2% "% ) 3 pé g4 Toux = Ta-
! 2 b, Jy = EM W .I;unkcie B

' . 2 2 =
az/bz = aw/bw =y >1 vitl Ta = Tmu/w

~

W, = ¢y hb?® = ¢, p b® J,=czhb’=c;tpb‘

Tmax = T4y czyli

- B’ . .

AN Twb=w [ 101! 15 2 3 6 w $rodkach dtuz-
%& b=v | ” * | szych bokéw,
NN € srodkach krét
DM c 0,208 | 0,231 0,246| 0,267 0,299 | 0,333 | W Srocxac -
\\ \Q : szych bokbéw 75 =
SN 2 0,141 0,196 | 0,229} 0,263 | 0,298 | 0,333 [ = C3Tcury W ma-

: rotach t =0
Cs 1,000 0,858} 0,796 | 0,753 | 0,743 | 0,743

A

\ . ' : . trojkat rdwnoboczny .rm., w $rodkach

' ane : ' bokéw, w naro-
60°, 60 W,=£.—3— Jo=-9__ zach T =0

a 20 46,2

¢

v ‘szeﬁciokat foremny Tpax W ‘$rodkach
: ’ bokéw, w mnaro-
W, = 0,189a° ' _ Js = 0,115a* sach T = 0

P’

cienkos$cienny profil otwarty ' ‘
y P y Tmax W Srodku dlu-

1 1 gich bokéw odcin-
W, = Z s, 6,3 Js = 3 5 5;3 ka o grubosci d,,,

Toae W mMigjscu,
gdzie grubosé d jest
cienkoscienna dowolna rura Spin» F — pole
ograniczone linig
W, = 2FGua Js=4F* ) 3L srodkowa migdzy
&, zewne¢trznym i we-
' -wnetrznym kontu-

rem
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2. Wyznaczy¢ liczbowe wartosci Tmax, T, ¢ 1 U dia preta o prestokatnym przekroju z zad. 1, jeshi
G = 2,65-10* MPa. ‘ ‘
Odp. Tma = 65 MPa, 753 = 52 MPa, ¢ = Gl = 0,106 rad = 6,1°, U = 33 J. . ‘

Jak zmieni Si@ T, @ i U?

Odp. Tmax zmaleje w stosunku 1/1,5% = 0,297, ¢ i U zmaleja w siosunku 1/1,5% < 198,

4, Prety: szklany (G = 2,4-10* MPa) i stalowy (G =8,0-10* MPa} o jednakowym ¢(np. cliptycz-
nym) przekroju skrecane sa jednakowymi momentami. W ktdrym z nich naprezeniz sa wigksze?

Odp. Sa jednakowe, albowiem wartoséci 7 nie zalezq d modulu G; réZne natoniast 53 odksztal- -
cenia (katy skrecenia). - '

Rys. 3.16.

5. W skrzyhkach biegéw stosuje sie walki wielowypustowe (rys. 3.16a) pracujace na skrecanie-
Wskaza¢ punkty przekroju, w ktérych naprezenia sa zerowe, a w ktorych bardzo duze.

Odp. Pierwszymi sa naroza A, drugimi — naroza B (wewnetrzne). ‘ :

6. Lacznik (rys. 3.16b) wykonano raz jako jednolity pret o przekroju prostokatnym, drugi raz jako
pakiei 20 taém o grubosci b; = 1,5 mm kazda. Jaki jest stosunek Tmax W tych konstrukcjach, jesli w wa-
runkach pracy wystepuje wyrmiszone skrecenie 4 wzgledem B o kat ¢ = 5°7 G = 8,0-10* MPa.

Odp. Tma = 570 MPa; w wariancie drugim kazda tasma skreca sig oddzielnie o ten sam kat ¢,
Tmaxzr = 35 MPa} Toext/Tmaxiz = 16,3. Widaé, ze redukcja naprezen jest bardzc duza. '

3.5. Skrecanie rur o dowolnym obrysie
Ogédline reguly z poprzedniego artykutu zastosujemy do przypadku-skrecaya clenko-

$ciennej rury o dowolnym obrysie (rys. 3.1'7). W przekroju poprzecznym wystepuia tylko
napreZenia- styczne. NapreZenia 7, i 75 W odpowiadajacych sobie punktach A4 i B krawgdzi

b)

- Rys. 3.17. Naprezenia przy skrecaniu cienkosciennej rury

5 Wytr/zymaloéé materialow
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zewnetrznej i wewnetrznej sa styczne do tych krawedzi. Widaé, ze kierunki 74 i 75 z uwagi
na mala grubos¢ & scianki s praktycznie jednakowe. Z racji ciaglosci zjawisk, naturalne
jest zaloZenie, ze w innym punkcie C linii’ 4B, naprgzenie t¢ jest réwnolegle do 7,1 75.
Z tych samych powodow wartosci 4, Ts, Tc nie moga si¢ zbytnio réznic i dla celow prak-
tycznych mozna przyjaé, ze wzdluz grubosci naprezenie T jest stale w danym punkcie obwodu.
* Nie oznacza to, Ze wartosci T w réznych punktach obwodu sa te same. Aby to zbadac,
rozpatrziny rownowage odcinka abdc plaszcza (r¥s. 3. 17b) Na zasadzie symetrii napreze-
nia t,, na boku ab sa rowne naprezeniom 7, W punktach przekroju poprzecznego na kra-
wedzi a. Podobnie 1., sa réwne 1,, dzialajacym w punktach przekroju poprzecznego na
krawedzi c. Rownanie réwnowagi rzutéw na kiertinek osi rury jest ‘

9 - 'Tab(sle—TCdazAx—_—O,
a po podstawieniu T, = 7, 1 Tea = T2

‘1:161=1:262. ~ (a)

Poniewaz odcinek plaszcza obrano dowolnie, zatem zalezno$¢ (a) stusZna jest dla
wszystkich punktéw obwodu. Tak wigc przy skrecaniu cienkosciennej ghry naprezenia
styczne tworza w przekroju poprzecznym obicg zamknigty i spetiaja zaleznos¢

18 = const. - (b))

Wynika stad, Ze naprezenie Tn,, Wyst¢puje w tym miejscu obwodu, gdzie gru'boéé $cianki
jest najmniejsza, czyli 6 = dpmn.

Rys. 3.18. Wyznaczenie napreZeri i kata skrecenia rury

Aby zwiaza¢ znang warto$¢ M, z nie znana jeszcze wartoécig iloczynu 4, okreslmy
wypadkowy moment tych naprezed. Na pole & ds dziala sita 76 ds styczna do Srodkowej
linii konturu (rys. 3.18a). Jej moment wzgledem obranego punktu O

- (z8ds)0C = 18-24dF,

gdzie-d F — pole tréjkata o podstawie ds i wysokosci OC. Sumujac wszystkie elementarne



3.5. Skrecanie rur o dowolnym obrysie 67

momenty, przy uwzglednieniu, Zze 76 = const, mamy
{16-2dF =216 [ dE = 2t6F, ~ ()
gdzie F— cale pole ograniczone §rodkowa linia konturu‘®.

Ten wypadkowy moment jest réwny wysitkowi przekroju, t] M., skad poszukiwana
wartos¢ 1o jest -

16 = ' - (3.22)

oraz warto$é t,,, odpowiadajaca grubosci Omin

M, _ M

Tmax = 2F 6m1n - W; ’ (d)

gdzie W, = 2F6y,, sprowadza ten wynik do postaci (3.18).

Wzglqdne skrecenie @ wyznaczymy obliczajac dwojakim sposobem energi¢ odksztal-
cenia U, jednostkowego odcinka (rys. 3.18b). Zgodnie z wzorem (3 4) porcja energii
zgromadzona w elemencie o objetosci 1-dds jest

U'(6ds-1) = (12/2G) (dds - 1) = MIds/8GF? 6,
a calkowita energia rowna jest sumie takich porcji
-Mf ds .{ ds ' '
Ui=3%6Fs = SGF2 28
gdzie symbol f oznacza sumowani¢ po obwodzie rury. Z drugiej strony wedtug (3.17)
energia U, = M, 0/2. Poréwnujac to z wynikiem (e) mamy ostateczriie '

M, ds '
Na ogot scianka rury sklada si¢ z odcinkéw o statych grubosciach &,. Oznaczajac przez s;.
dlugod¢ odcinka mamy

fsiy=Xshs), ' (f)
a gdy grubo$é ta jest stala na calym obwodzie 5., wowczas
§ (ds)8) = s./s. (g)

Wrynik (3.23) sproWadz_amy do postaci (3.19) oznaczajac symbolem J; wielkost czysto

geometryczng /

J, = 4F((§ds/5). o ‘ (h)
Cienko$cienne rury pracujace na skrgcanie stanowig przyktad konstrukcji racjonalnie

wykorzystujacej material. W porownaniu z prgtami o przekroju zwartym (rys. 3.11b)

(1) Odmlenne oznaczenie tego pola, tj. F, podkreila roznicg tego pojecia od pola 4 materiainego
przekroju rury.
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usunigto tu material, ktory przy skrecaniu jest martwy i stanowi tylko niepotrzebny
balast. Réwnoczesnie odsunigcie materiatu od osi preta powoduje zwiekszenie sztywnosci
preta na skrgcanie. Tak wige prawidlowo zwymiarowana cienkoécienna rura jest kon-
strukcja 1 lekka, i sztywna.sAby to jednak osiagnaé, momenty zewnetrzne musza by¢

9 £t b

ksztatt
pierwotny

w przekroju B

- Rys. 5..5. Wprowadzenie obciazen w cienkodciennej rurze
a) przyklad obciazenia i odksztalcen wadliwej konstrukcji bezzebrowej; b) statyka iebra B.

wprowadzone pod postaciq naprezed t rozlozonych na obwodzie tak, jak przewiduje
przeprowadzona analiza (wzdr b). W rzeczywistosci momenty zewngtrzne przylozone
sa z reguly jako pary sit skupionych P, i P, (rys. 3.19a). Gdyby tak konstrukcje zostawié,
wowczas postulat powyzszy nie bylby spelniony, a obraz odksztalcen rury bylby kraficowo
rozny od oczekiwanego. hfianowicie przekrdj poprzeczny uleglf)y'znieksztalceniuii juz
nawet male sily P, dalyby duze trwale odksztalcenia, a wiec zniszczenie ustroju. Aby
temu zapobiec, nalezy w pizekroju obcigzonym wstawié¢ dostatecznie mocna przegrode,
tzw. Zebro. Jego rola polega na zamianie momentu M} pary sit P, na taki sam moment
naprezen stycznych 7, ale juz roztozonych na calym obwodzie. Te¢ funkcje Zzebra po jego
mySlowym oddzieleniu od plaszcza widzimy na rys. 3.19b. Podobne Zebro musi by¢ wsta-
wione w drugim przekroju F i ogolnie w kazdym, w ktérym wprowadzamy skupione
obciaZenia zewnetrzne. INi¢przestrzeganie tej reguly jest tzw. bledem sztuki inzynierskiej,
$wiadczacym negatywnie o kwalifikacjach zawodowych.

Zadania
1. Trzy cienkoscienne rury sialowe (rys. 3.20) o jednakowe;j grubosei (8 = 3 mim), obwodzie (s, ~

= 100 cm) i dlugosci skrecane sg tym samym momentem. W jakim stosunku sa do siebie cigzary rur,
maksymalne naprg¢zenia styczne i katy skrecenia?

]:,11-'-‘4CI'T‘I g=3mm ryr=4cm

e
b=37,5€m !

~ \
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Odp CIQZETY Jednakowe, Tmnxnfrrnaxl =1 28 i Tmaxul/rmaxl = 2 28 ¢H/(p1 = 1-63 i .99111/?71 =
= 5,20. Najlepsza jest rura kotowa. :

2 Wyznaczy¢ Tmasn, @ 1 wspolczynnik bezpleczenstwa dla rury II z poprzedmego zadania, ]esh
M, =10 103Nm, | =2m, G=280-10* MP&, a R, = 240 MPa.

Odp. Tmex =26,7 MP2; z (3.7) 7, = 0,58R, = 139 MPa, skad r, = 5,2; @ =0,266-10~% rad/m,
¢ = O] = 0,532-10-% rad = 0,30°. ' ) '

3. Tréjkatna rure wykonano przez zagigcie arkusza blachy (0 = 4 mm) i zespawanie brzegébw
wzdluz tworzacej A-A (rys. 3.21a), przy czym grubos¢ spoiny 6; = 5 mm. Okresli¢c neprezenia w spo-
inie i w blasze, jesli M* = 6-10° Nm.

- b

* Rys. 3.21. Analiza naprezent w miejscach laczenia plaszcza

Rozwiazanie. Obliczajac F = 0,5 hb = 312 cm® mamy z (3.22) w blasze v = MJ2Fé =24 Mi’a.
Warto$é 7, w spoinie otrzymamy badajac rownowage paska AA4BC. W przekroju spoiny A-A dziala
wypadkowa sila 7; 6, [, na boku BC za§ — 781, skad 7, d; = 16 i 1, = 76/6, = 19,2 MPa.

4. Jak zmienia sic wyniki zadania 3, je§li spoing 4-4 wykona¢ odcinkami ¢ = 4 ¢m rozstawionymi
co ¢t = 8 cm (rys. 3.21b)?

Rozwigzanie. Z analizy réwnowagi paska AABC otrzymujemy teraz. T, d; ¢ (Ife) = 7dl, skad

= (1d/6;) (t/c) = 38,4 MPa.

5. Rure z zadania 3 zamiast spawaé zmtowano na zakladke (rys. 3.21c). Zakladajac jednakowa pra-
ce nitdbw, okresli¢ site dzialajaca na jeden nit (podzialka ¢, = 3 cm).

Rozw1qzan1e Wydzielamy pasek plaszcza tworzaca BC z jednoczesnym przecieciem wszystkich
nitéw prostopadle do ich osi. W przekrojach nitéw dzialtaja jednakowe z zalozenia i réwnolegle do
tworzacej BC sityyl’ niezbedne do zachowania réwnowagi. Warunek réwnowagi daje

T/t = 1dl,

-skad T = 161, = 24-10° N/m?-0,4-10-* m-3 +10-? m = 2,88-10° Ny ,

6. W rurze 111 (rys. 3.20) zwiekszono 1,5-krotnie wymiary bir, a grubo$¢ & zmieniono na 0y =
= 2 mm. Jak zmienia sic naprezenia, kat skrecenia, energia odksztalcenia i cigzar rury?

Odp. Cigzar bez zmiany, naprezenia zmaleja 1,5-krotnie, kat skrecenia i energia zmalejg w sto-
sunku 1:(1,5)% tj. 2,25 razy.
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3.6. Skrecanie cienkoSciennych profili otwartych

Celowos§¢ bardziej szczegdtowej analizy skrggania takich profili (rys. 3.22) wynika
z szerokiego ich stosowania w réznych dziedzinach, jak konstrukcje stalowe, budowa
samochodéw, platowcéw, taboru kolejowego, okretdw itp. Analiz¢ rozpoczniemy od

T

v

Dok

IIRARRAAR 500

L. ]

Ryé. 3.22. Przyklady cienkosciennych profili otwartych

preta o stalej grubosci 8 (rys: 3.23). Pret ten mozna wyobrazi¢ sobie, jako wynaturzong
cienkoscienna rure, ktérej scianki o grubosci ' = §/2 przylezaja do siebie, i ktérej obwod
s. &~ 2s (rys. 3.23b). Przy jej skrecaniu naprezenia styczne w przekroju tworza obieg
zamkniety, jak na rys. 3.18. Oznacza to, ze na polowie grubosci J, tj. 4B, maja one zwrot
przeciwny niz na drugiej potowie, tj. BC. a na koncach profilu D i E raptownie zakrecaja’.

d) |

Rys. 3.23. Analiza skrecania profilu otwartego o é = const
1) obraz przekroju; b) réwnowazny model rury cienkosciennej; c) i d) przyblizony \i, rzeczywisty rozklad = wzdluz grubosci,

‘Gdyby zalozyé, jak w art. 3.5, ze 1 = const wzdluz grubosci o' (rys. 3.23c), wdwczas
7 wzoréw (3.22) i (3.23) otrzymalibySmy
2M, 4M

S
Torzybl., = a2 3 @przybl. = R
so Gso

albowiem, jak to wida¢ z rys. 3.23b, _
Frss~0558, §(ds/d)=si/d =4s/o.

W rzeczywistosci napreZenia T zmieniaja si¢ wzdtuz grubosci w sposéb ciagly (rys. 3.23d),
a nie skokowo, jak na rys. 3.23c. Jesli to uwzglednié, to zamiast Tyezyer. | Oprzynr. OUZY-

mujemy : ‘ *
- : Tmax = 3M,/562, (3.29)
6 = 3M,[Gsd®, (3.25)
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gdzie Tl — warto$¢ napre¢Zen w punktach konturu przekroju. Widaé, Ze T 1 © nie
zalezg od ksztaltu srodkowej lirtii profilu (ptaskownik, katownik, cedwka), o ile tylko s io
sa te same. -

Rys. 3.24. Ana}iia skrecania zlozonego profilu otwartego .

Prz:.jdimy do przypadku, gdy otwarty profil sklada si¢ z szeregu odcinkéw s; o réznych
grubosciach §,; (rys. 3.24a). Gdy skrgcamy taki profil, wéwczas dla wszystkich odcink6w
kat skrecenia ¢, a wigc #0 jest ten sam. Potrzebne do tego momenty M,, ..., M, (rys. 3.24b)

.sa zgodnie z wzorem (3.25) rowne ' ’

M, =Gs, 836/3, ..., M,=Gs,830/3, ()
aich suma M, +...+M, = M,, skad otrzymujemy
| 0 =3M,[>. Gs; 6; . (b)

Podstawiajac © do wzordw (a) otrzymujemy wartosci My, ..., My, a z wzoru (3.24) ekstre-
malne napreZenia w poszczegolnych odcinkach

Touns = 3M 01/ 5:83, ooty Tmaxa = 3M 85[0 508 - (©)

Jesli wyniki (b) i (¢) priedstawic’: w postaci (3.18) i (3.19), to jako wielkosci W, oraz J;
trzeba wzigé

Wo=25,6}/30mx, Js= 25013, , (3.26)

.'gdzie 8max — Srubos§é najwigksza ze wszystkich &;. :
Dokladnos¢ wzorow (3.24)--(3.26) jest tym lepsza, im bardziej cienkoscienny jest .
_ profil. Orientacyjnie biorac jest ona rz¢du 5%, o ile dla wszystkich bokéw profilu 5,/8; = 10.

Zadahia

1. W dowolnym cienko$ciennym profilu zmniejszono trzykrotnie diugosci bokow, zwiekszajac
jednoczesnie dwukrotnie grubodci scianek. _Czy ten zmodyfikowany prqﬁl jest mniej, czy bardziej szty-
wny na skrecanie i czy jest on liejszy, czy cieiszy ?

0dp. Unmodyr. = 267 Upierw., Crmodyr. = 0:67Cp1cr.» @ Wiec zmodyfikowany profil jest 1zej-
szy i sztywniejszy. _ ' :

2. W rurze (rys. 3.21a) nie zespawano brzegdéw A-A. Biorac dane, jak w zadaniu 3 art. 3.5, okresli¢,
jak zmienia si¢ wartosci 7 i ©. Modut G =8,0-10* MPa.
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Rozwiazanie. Gdy nie ma spoiny, rura staje si¢ profilem otwartym, w ktérym s = 81 cm, é =
= 0,4 cm. Warto$¢ Tma: 1 © s3 teraz : ‘ '

=

Tome = 3Mfs6 = 1390 MPa, © = 3M,/Gs0® = Tmyx/GS = 4,34 rad/m.
podczas gdy poprzednie wartosci byly 7o = 24 MPa i
O = M, s/AGF?d = 1o s/2GF =3,89-10-3 .rad/m,

skad MAMY Tmax/To = 58 1 O/Of = (Tmax/To0) (2Fs8) = 1110. Widaé, ze taka modyfikacja zmienia
radykainie wiasciwosci ustroju. Poniewaz dla wiekszosci materiatow warto$é 7, & Tmax = 1390 MPa,
taka rozcigta rura ulegnie zniszczeniu. : .

3. Rure, jak w zadaniu 3 art. 3.5, o dlugoéci / =2 m skrecono o kat ¢ = 0,01 rad. Obliczy¢ na-
prezenia, gdy rura jest ze spoina A-A i gdy tej spoiny nie ma. G = 8,0-10* MPa.-

Rozwiazanie. Zadanie jest odwrotne do poprzedmiego. Wykorzystujac wyniki zadania poprzed-
niego mamy dla rury ze spoing to = 2GFO./s = 2GFp/ls = 30,8 MPa, a dia rury bez SPOINY Tmax =
= @GS = Gop/l ~ 1,6 Mra. Przy takim sformutowaniu zadania naprezenia w rurze rozcietej sa
o rzad wielkosci mniejsze niz w pelne;j. :

3.7. Przyklady zastosowania teorii

Okreslenie naprezen i odksztalced podane w art. 3.3--3.6 odpowiada najprostszemu
obciazeniu prgta momentami przylozonymi w przekrojach koficowych. Przypadek taki
mozna przyréwnaé do najprostszego przypadku rozciggania (rys. 1.13), z tym zastrze-
zeniem, 22 ostateczne wyniki okreslajace Tmax 1 O, czyli wzory (3.18) i (3.19), maja odmienny
charakter i ciezar gatunkowy niz uniwersalne wzory (1.9) i (1.10) przy rozciaganiu. O ile
bowiem wzér (1.9) dawat kompletng informacje o naprezeniach ¢ w kazdym punkcie
przekroju, to analogiczny wzdr (3.18) stanowi jedynie informacje wyrywkowa, dotyczaca
jedynie Tn,. Druga réznica — to zaleznoéé' Tmax Ni€ tylko od wymiaréw, lecz i ksztaltu
przekroju. Drastycznym tego przykiadem jest zadanie 2 art. 3.6, gdzie na pozor drobna
réznica wywoluje ogromne skutki. Z tego powodu obliczenie naprezen przy skrecaniu’

ol
|
i
|

QA aa

Rys. 3.25. Stosowalnos¢ teorii skrecania do obiektow rzeczywistych

musi by¢ zawsze poprzedzone okresleniem, ‘do jakiej kategorii nalezy przekroj preta
(cienkoscienny rurowy, kolowy itp.), jakie sa charakterystyczne cechy rozktadu t oraz
jak wyrazaja si¢ wielkosci W, 1 J; w funkcji wymiaréw przekroju. |
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Podobnie jak przy rozciaganiu, tak i w przypadk'u §krecania przejscie od teoretycznego
modelu skrecanego preta do rzeczywistego obiektu w postaci walu maszyny, {acznika itp.
podlega pewnym ograniczeniom. WeZmy dla przykiadu walek AD o zmiennym (skokami)
przekroju (rys. 3.25). Wprowadzenie momentu w przekroju A pod postacia pary sit P

- odbiega od teoretycznego modelu, albowiem w przekroju tym nie dzialaja zadne napreZenia

styczne. Istriiejaca tu sytuacja przypomina analogiczny przypadek wprowadzenia sit
_ wzdluznych (rys. 2.1) i taka sama jest tez odpowiedz. Opierajac si¢ mianowicie na zasadzie
" de Saint-Venanta dopuszczamy stosowanie teoretycznego modelu i wynikajacych zen
zaleznoééi dla przekrojéw. preta lezacych poza zakratkowanym odcinkiem o dtugosci a,
rzedu $rednicy watka. To samo stwierdzenie dotyczy naglych zmian przekroju w miejscach
Bi C (karbow) i w rezultacie przedziat stosowalnosci teoretycznych wzorow ograniczony
jest do niezakratkowanych na rys. 3.25 cze¢sci watka. Podobnie bez istotnych zmian moZna
przenie$é uwagi art. 2.1 w przypadku tagodnej zmiennosci przekroju, wprowadzenia
wiqkszej liczby obciazen itd.

a
)1 x 'd.x

|
SRR 2
. TE Agr ™ M0
My E

X¢ : >

-

\" Pdy(x)1

X —etet— (] X

Rys. 3.26. Analiza skrecania preta, gdy M i Jo sa zmienne

Uwzgledniajac te ograniczenia, przypadek watka o zmiennej sztywnosei badZ zmiennym
~ momenci¢ skrecajacym (rys. 3.26a) traktujemy jako szeregowe polaczenie elementarnych
pretéw. Kazdy z nich traktujemy jak pryzmatyczny o dlugosci dx i poprzecznych wymia-~
rach odpoWiadajqcych ich lokalnym wartosciom, a naprezenia Tpn,, Wyznaczamy Z wzo-
ru (3.18) :

; | Tmax = MO W(x), (3.27)
‘w ktérym zaréwno M., jak i W, sa funkcjami x. Podobne;j modyfikacji ulega wzdr (3.19)
6 = M(x)/GJ(x), _ (3.28) -

gdzie .Js(x) — wartoéé J, odpowiadajaca lokalnym wymiarem przekroju. Na koniec kat
skrecenia ¢ przekroju C wyrazamy jako sume elementarnych katéw dg (rys. 3.26b):

_ ~ _ a _ ~ M(x)dx
p=[do= [ Od= [ FFE5, (3.29)
] 4] 0

stanowiaca odpowiednik podobnej zaleznosci (2.3) w przypadku rozciagania. ‘
' Znajomos$¢ 1., W poszczegolnych przekrojach jest niezbedna do oceny bezpieczenstwa
calego zespotu metoda naprgZern dopuszczalnych. Poniewa? przy skrecaniu wszystkie
elementy preta sa w tym samym stanie napiecia (czyste §cinanie), zatem w najgorszych
warunkach znajduja si¢ te elementy, w ktorych napreZenie T jest maksymalne. Przy wzroscie
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bowiem obcigzenia w punktach tych pojawia si¢ pierwsze trwale odksztalcenia i po odcig-
zeniu pret wykaze trwale skregcenie, chociaz inne elementy zostaly jeszcze sprezyste.
W wiekszosci zagadniern budowy maszyn takie trwale odksztalcenia sa niedopuszczalne'V.
Spetnienie tego postulatu przy uwzglednieniu, ze w tych newralglcznych punktach wystepuje
czyste §cinanie, wyrazd sie warunkiem -

(Tmak) max.g kt ’ ’ . | (330)
gdzie (Tmax)max — maksymalna wartosé Tmax W NIebezpiecznym przekroju, k, — naprcienie
dopuszczalne w stanie czystego $cinania okreslone wzorem (3.8).

W wielu zagadnieniach rownolegle do warunku bezpieczenstwa (3.30) wymaga sig,
aby katy skrecenia nie byly za duze. Warunek ten ma postac: .‘ _

O <Oy, | | (3.31)

gdzie |@f;, — $rednia absolutna wartos¢ skrecenia wzglednego miedzy charakterystycznymi
przekrojami, @, — warto$¢ nieprzekraczalna ze wzgledow uZytkowych.

Zadania

1. Sprawdzi¢ bezpieczefistwo i okreslic odksztalcenia watka (rys. 3.27), jezeli R, = 300 MPa,
wymagany wspolczynnik bezpieczenstwa n, = 3,5, za§ G = 8,0-10* MPa.

. ‘ M
- Eg ; ) -M-i Tmax 8 i
@ ‘ E - ~F T ‘F
T ME=2,510°Nm '
i 3-'E I},Gd >
Lag - 3 |
o7cm | | F2 510°Nm] [37,2MPa 133103 l'
| — S l \ ¢:=05310°rad
. |
— - ot — - o -— —
—/C' . —ég— In : c Co <X :“3 rad Cs '
>;, g : 15,0 MPa. 53107 L85 :
' 10-T0°Nm | D 984073 r‘r% \ Pdopuszcz
%D > - — s - e ; 0
; 0 -\ 236 MPa ! g
L‘E #5cm l - : \\
~ 8l - —— .
538 L{»— B B : BE B—s
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szkic ' . uktad  wykres Mg(x)  wykres Tmax(x) wykres 6(x) wykres o (x)

konstrukcji " obclgienia .
Rys. 3.27. Przyklad analizy® preta skrecanego

Rozwiazanie. Po przedstawieniu obciazenia jako wektoréw i zbudowaniu wykresu M,, obliczamy
z (3.27) wartosci Tmax(x). Na przyklad w przekrojach B i D, w ktérych

(WS)B = (Wo)n = TC 53/16 == 24,5 Cm3, ‘(W_‘)D = (Wo)p = Tf63/16 = 42,4 Cm3 ,

() Od tego postulatu istnieja wyjatki, omoéwione w rozdz. 14.
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mamy odpowiednio
(Toads = 103/24,5-10-6 =~ 41 MPa, (Tma)p = 10%/42,4:10-° = 23,6 MPa.

Z otrzymanego wykresu Tmas(x) widzimy, ze niebezpieczny jest przekrdj B, w ktorym (Tmax)s = 41 MPa.
Poniewaz k, = 0,58R./n. =~ 50 MPa, zatem postulat (3.30) jest spelniony i konstrukcja jest prawidlo-
wa pod wzgledem wytrzymatosci. '

Z kolei obliczamy z wzoru (3.28) wzgledne skrecenie @ (x). W przekrojach Ci D na przykiad mamy

e = (Jo)e = 7 7*/32 = 236 cm*,  {(J)p = (Jo)p = ™ 6*/32 = 127 cm*
a poniewaz G = 8,0-10* MPa = 8,0-10'° N/m?2, wigc

O = 10%/8,0-10'°-236-10-° = 5,3-10~* rad/m,
- @7 =2,5-10%/8-10'°-236-10"% = 13,3-10~* rad/m,
®, = 10%/8,0-10'°-127-10~* = 9,810~ rad/m .

Dwie réine wartosci (r)é i O w przekroju C odpowiadaja zachodzacej w tym przekroju raptownej
zmianie M, o

Z wykresu O(x) obliczamy. kat @ (x) skrecenia przekrojow wzgl‘qdem przekroju E przyjetego za
nieruchomy. Zg#tinie z wzorem (3.29) dla przekroju x kat ten

. qJ(x):f dp = | @ dx

Q o

jest rowny polu wykresu @ (x) w granicach 0, x. Na odcinku EC jest ® (x) = const = 13,3-10-% rad/cm;
dajeto w wyniku.liniowa'zaleznosc @ (x). Na odcinku CB jest © (x) = const i @ (x) obliczamy przez'
analityczne lub numeryczne catkowanie. Stosujgc te druga metode obliczmy katy @p i @s. Zast¢pujac
wykres @ (x) dwoma odcinkami ‘prostych mamy

o = Pet-0,5 (Ot Op) Icp = 0,53-10-2+0,5 (5,3+9,8) 107°-0,2 ~ 0,68-107* rad

”

i podobnie -
¢s = 0,68-10-2+0,5 (9,8+20,3)10-%-0,2 = 0,98-10-2 rad = 0,56°.

W wyniku mamy wykres @ (x) umozliwiajacy oceng sztywnoéci konstrukcji wedtug warunku (3.31).
Jesli przyja¢ @, = 0,8°/m = 14-10-% rad/m, to w uznanych za charakterystyczne przekrojach Ci B
dopuszczalne katy ¢ sa odpowiednio 0,56-10-2 rad i 1,12~ 10-2 rad. Jak widaé, sa one wigksze od rze-
czywistych, a wigc konstrukcja jest prawidtowa'". ‘

2. Co zmieni si¢ w przykladzie z rys. 3.27, jesli przekroj C bedziemy uwazac za nieruchomy ?

Odp. Zmiana wystapi tylkp na wykresic ¢ (x) przez przesuniecie osi odcigtych tak, aby teraz bylo
gc = 0. Nowe wartosci ¢z = —@c, ¢5 = @5 —Pc-

3. W walku (rys. 3.27) zwiekszono wszystkie érednice 1,2 razy. Jak zmienia si¢ Wykresy Tmax, O, ¢?

Odp. Wykresy nie zmieniaja charakteru, ale zmieniaja proporcjonalnie wszystkie rzedne, a mia-
nowicie rzedne Tne, maieja w stosunku (1,2) = 1,73 razy, rzedne & i ¢ w stosunku (1,2)* = 2,07 ra-
zy. -

4. Stalowy walek (rys. 3.7) ma spelniac postulat (3.30) przy k, = 20 MPa oraz postulat (3.31)
przy 0, = 0,25°/m’ = 4,4-10~* rad/m. Wyznaczyé, $rednice (d)granicznes dla ktoérej spelnienie oby-
dwoch postulatéw jest jednoczesne. G = 8,0-10* MPa. :

Odp (dz)grahiczne = 2kt/G @d == 11’4 cm.

(1) W rzeczywistosci- wartosé O, jest znacznie mniejsza, W budowie ‘maszyn zazwyczaj 0, =
= 0,25°/ = 4,4-10~2 rad/m.



76 ' _ 3. Skrecanie pretéw

5. Wyznaczy¢ $rednice d.; i d;;r walka drazonego, w ktorym d,; = 6cm = const (rys. 3.28) i k;, =
= 20 MPa. Czy postulat |@] < ©, = 0,33°/m jest spelniony? G = 8,0-10* MPa.

Ms'=103Nm 3dz, ME ¢c<,, ME =210 Nm

B ==
\/ . 1 ")' ) 4[‘ V4
~&——50cm ————te——— 50 crn ——=| )
Rys. 3.28.

Odp. Z warunku (3.30) wymagane wskazniki sa (Wo)r = 50 cm3, (W,); = 100 cm3. Rozwia-
~zujac metoda préb réwnanie (3.15) wzgledem d; mamy (d)r = 7,53 cm i (d.)i; = 8,69 cm. Postulat
|6| < 6, spelniony jest dla prawej czqém a nie spelniony dla lewej.



